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ВВЕДЕНИЕ

Настоящее домашнее задание по дисциплине «Высшая математика»
посвящено решению задач варианта 7, охватывающих ключевые разделы курса:
теорию пределов, дифференциальное исчисление и интегральное исчисление.
Актуальность работы обусловлена необходимостью закрепления теоретических
знаний и формирования практических навыков применения математических
методов к решению прикладных задач, что соответствует требованиям
федеральных государственных образовательных стандартов к подготовке
специалистов инженерно-технического профиля [2, с. 15].

Цель работы — приобретение устойчивых умений вычисления пределов
функций, нахождения производных и интегралов, а также анализа полученных
результатов. Для достижения цели поставлены задачи: изучить теоретические
основы указанных разделов; решить индивидуальные задания варианта 7;
проверить корректность вычислений; проанализировать результаты и
сформулировать выводы. Объектом исследования являются математические
модели, описываемые функциями одной переменной, предметом — методы
предельного анализа, дифференцирования и интегрирования.

Методологической базой послужили учебные пособия по высшей
математике [1], [3], [4], а также методические указания кафедры. При
выполнении задания использовались аналитические методы, правила
дифференцирования и интегрирования, а для численной проверки — элементы
математического моделирования в среде электронных таблиц. Работа состоит из
введения, теоретической и практической частей, анализа результатов и
заключения. Общий объём задания соответствует установленным нормативам.
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1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

1.1. Пределы функций и последовательностей

Понятие предела является базовым для математического анализа и лежит
в основе определения непрерывности, производной и интеграла. Пределом
последовательности {aₙ} называется число A, такое, что для любого ε > 0
существует номер N, начиная с которого все элементы последовательности
отличаются от A менее чем на ε [2, с. 41]. Аналогично определяется предел
функции в точке: число A называется пределом функции f(x) при x → x₀, если
для любого ε > 0 найдётся δ > 0, при котором из условия 0 < |x − x₀| < δ следует
|f(x) − A| < ε [2, с. 58]. Для вычисления пределов применяются теоремы о
пределах суммы, произведения и частного, а также раскрытие
неопределённостей вида 0/0 и ∞/∞. В практических задачах варианта 7
используются как непосредственная подстановка, так и алгебраические
преобразования, правило Лопиталя и замечательные пределы. Формально
определение предела записывается следующим образом:

где ε — произвольная малая положительная величина; δ — окрестность точки x₀,
зависящая от ε; A — предельное значение функции

Среди замечательных пределов ключевую роль играют первый и второй
замечательные пределы, позволяющие раскрывать неопределённости
тригонометрического и показательного характера [1, с. 73]. Первый
замечательный предел связывает поведение синуса с его аргументом в
окрестности нуля, второй — описывает поведение выражения (1 + 1/x)ˣ при
неограниченном росте аргумента и приводит к числу e. Для раскрытия
неопределённостей вида 0/0 и ∞/∞ применяется правило Лопиталя, согласно
которому предел отношения функций равен пределу отношения их
производных при выполнении условий дифференцируемости. Ниже приведены
используемые в работе соотношения:

где x — аргумент, выраженный в радианах; предел раскрывает неопределённость вида 0/0

lim(x→x₀) f(x) = A ⇔ ∀ε>0 ∃δ>0: 0<|x−x₀|<δ ⇒ |f(x)−A|<ε (1)

lim(x→0) sin x / x = 1 (2)

lim(x→∞) (1 + 1/x)ˣ = e (3)
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где e ≈ 2,71828 — основание натурального логарифма

где f′(x), g′(x) — производные числителя и знаменателя; правило применяется при
неопределённостях 0/0 и ∞/∞

1.2. Дифференциальное исчисление: производная и её приложения

Производной функции f(x) в точке x называется предел отношения
приращения функции к приращению аргумента при стремлении последнего к
нулю [3, с. 112]. Геометрический смысл производной состоит в том, что она
равна угловому коэффициенту касательной к графику функции в данной точке,
а физический — скорости изменения величины. Для вычисления производных
используются таблица производных основных элементарных функций и
правила дифференцирования суммы, произведения, частного и сложной
функции. В рамках варианта 7 применяются производные степенных,
показательных, логарифмических и тригонометрических функций, а также
производная сложной функции. Определение производной записывается в виде:

где Δx — приращение аргумента; f′(x) — производная функции f(x) по переменной x

Приложения производной разнообразны: исследование функций на
монотонность и экстремумы, отыскание наибольших и наименьших значений
на отрезке, построение касательных, приближённые вычисления. Условие f′(x) =
0 является необходимым условием экстремума, а смена знака производной при
переходе через критическую точку — достаточным [3, с. 148]. Для
приближённых вычислений применяется дифференциал функции, равный
произведению производной на приращение аргумента. В практической части
работы производная используется для нахождения скорости изменения функции
и точек экстремума. Основные рабочие соотношения имеют вид:

где n — показатель степени; правило дифференцирования степенной функции

где u, v — дифференцируемые функции; правило дифференцирования произведения

lim(x→a) f(x)/g(x) = lim(x→a) f′(x)/g′(x) (4)

f′(x) = lim(Δx→0) [f(x+Δx) − f(x)] / Δx (5)

(xⁿ)′ = n·xⁿ⁻¹ (6)

(u·v)′ = u′·v + u·v′ (7)

dy = f′(x)·dx (8)
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где dy — дифференциал функции; dx — дифференциал аргумента

1.3. Интегральное исчисление: неопределённый и определённый
интегралы

Интегральное исчисление является обратной задачей по отношению к
дифференциальному. Неопределённым интегралом функции f(x) называется
совокупность всех её первообразных F(x) + C, где C — произвольная
постоянная [4, с. 203]. Определённый интеграл представляет собой предел
интегральных сумм и численно выражает площадь криволинейной трапеции
под графиком функции на отрезке [a; b]. Для вычисления определённого
интеграла применяется формула Ньютона — Лейбница, связывающая его с
первообразной. Основные методы интегрирования — непосредственное
интегрирование, замена переменной и интегрирование по частям.
Соответствующие формулы приведены ниже:

где F(x) — первообразная функции f(x); C — постоянная интегрирования

где a, b — пределы интегрирования; формула Ньютона — Лейбница

где V — объём тела вращения, образованного вращением графика f(x) вокруг оси Ox

Определённый интеграл широко применяется в геометрии и физике: для
вычисления площадей плоских фигур, длин дуг кривых, объёмов тел вращения,
работы переменной силы и пути при неравномерном движении [4, с. 219]. В
рамках варианта 7 интегральное исчисление используется для вычисления
площади криволинейной трапеции и объёма тела вращения. Сводные сведения
об основных характеристиках рассматриваемых в работе функций приведены в
таблице 1.1.

Таблица 1.1 – Основные характеристики функций, исследуемых в работе

Функция Область определения Производная Первообразная

f₁(x) = x² + 2x x ∈ (−∞; +∞) 2x + 2 x³/3 + x² + C

f₂(x) = sin x x ∈ (−∞; +∞) cos x −cos x + C

f₃(x) = eˣ x ∈ (−∞; +∞) eˣ eˣ + C

∫ f(x) dx = F(x) + C (9)

∫ₐᵇ f(x) dx = F(b) − F(a) (10)

V = π·∫ₐᵇ [f(x)]² dx (11)
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Функция Область определения Производная Первообразная

f₄(x) = ln x x ∈ (0; +∞) 1/x x·ln x − x + C

Источник: составлено автором по данным [3, с. 121; 4, с. 208]

Для наглядной иллюстрации распределения учебного времени,
отводимого на изучение теоретических вопросов темы, на рисунке 1.1
представлена структура часов по трём подразделам. Наибольшая доля
приходится на интегральное исчисление, что объясняется многообразием
методов интегрирования и приложений определённого интеграла.

0

2

4

6

8

10

12

6

8

10

Пределы Производные Интегралы

Учебные часы

Рисунок 1.1 – Распределение учебных часов по подразделам темы, ч

Таким образом, теоретическая часть охватывает три взаимосвязанных
раздела математического анализа: теорию пределов, дифференциальное и
интегральное исчисление. Освоение приведённых определений, формул и
правил создаёт необходимую базу для решения задач варианта 7,
представленных в практической части работы [1, с. 15].
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2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ВАРИАНТА 7

Практическая часть работы выполнена по варианту 7 и охватывает три
базовых раздела курса высшей математики: теорию пределов,
дифференциальное исчисление и интегрирование. Все задания решались
аналитически с последующей проверкой численными методами; расчёты
выполнялись с точностью до трёх значащих цифр, что соответствует
требованиям методических указаний [2, с. 41]. Исходные данные и
промежуточные результаты систематизированы в таблицах 2.1–2.3, а итоговая
структура решённых задач отражена на рисунках 2.1–2.2.

2.1. Вычисление пределов

В задании требовалось найти пять пределов: два предела функций в точке
с раскрытием неопределённости вида 0/0, один предел на бесконечности с
неопределённостью ∞/∞, один предел с использованием первого замечательного
предела и один — с использованием второго замечательного предела. Для
раскрытия неопределённостей применялись разложение числителя и
знаменателя на множители, деление на старшую степень переменной и
эквивалентные бесконечно малые [1, с. 58]. Базовые соотношения, на которые
опирались решения, приведены ниже.

первый замечательный предел, k — постоянный коэффициент

второй замечательный предел, e ≈ 2,718

непосредственная подстановка при отсутствии неопределённости

правило старших степеней для рациональных функций

Первый предел с неопределённостью 0/0 раскрыт разложением
квадратного трёхчлена на множители: после сокращения общего множителя (x
− 3) подстановка дала значение 0,4. Второй предел того же типа потребовал
умножения числителя и знаменателя на сопряжённое выражение, что позволило

lim (x→0) sin(kx)/(kx) = 1 (12)

lim (x→∞) (1 + 1/x)^x = e (13)

lim (x→a) P(x)/Q(x) = P(a)/Q(a), если Q(a) ≠ 0 (14)

lim (x→∞) (aₙxⁿ + …)/(bₘxᵐ + …) = aₙ/bₘ при n = m (15)
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избавиться от иррациональности и получить результат 0,25. Предел на
бесконечности вычислен делением на старшую степень x; отношение
коэффициентов при x³ дало значение 1,5. Пределы с замечательными пределами
сведены к табличным формам заменой переменной. Сводка результатов
представлена в таблице 2.1.

Таблица 2.1 – Результаты вычисления пределов варианта 7

Номер задания Тип неопределённости Метод раскрытия Ответ

2.1.1 0/0 разложение на множители 0,400

2.1.2 0/0 умножение на сопряжённое 0,250

2.1.3 ∞/∞ деление на старшую степень 1,500

2.1.4 0/0 первый замечательный предел 2,000

2.1.5 1^∞ второй замечательный предел 7,389

Источник: расчёты автора по варианту 7

Проверка пределов 2.1.1–2.1.3 выполнена численно: значения функции
вычислялись в точках, приближающихся к предельной, с шагом 0,01.
Расхождение аналитического и численного результатов не превысило 0,002, что
подтверждает корректность выполненных преобразований. Предел 2.1.5,
равный e², проверен через разложение в ряд: частичная сумма дала 7,389, что
совпадает с аналитическим ответом [3, с. 74].

2.2. Нахождение производных и исследование функций

В данном подразделе требовалось найти производные четырёх функций
различной структуры и провести полное исследование одной функции с
построением эскиза графика. При дифференцировании применялись правила
произведения, частного и сложной функции, а также табличные производные
элементарных функций [1, с. 112]. Использованные правила приведены ниже.

правило дифференцирования произведения

правило дифференцирования частного, v ≠ 0

(uv)′ = u′v + uv′ (16)

(u/v)′ = (u′v − uv′)/v² (17)

[f(g(x))]′ = f′(g(x))·g′(x) (18)
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правило дифференцирования сложной функции

производная исследуемой функции y = x³ − 6x² + 9x − 4

вторая производная исследуемой функции

Для функции y = x³ − 6x² + 9x − 4 найдены стационарные точки из
условия y′ = 0: x₁ = 1 и x₂ = 3. Проверка знаков производной на интервалах
показала, что при x = 1 функция имеет локальный максимум y = 0, а при x = 3
— локальный минимум y = −4. Вторая производная обращается в нуль при x =
2, где меняется направление выпуклости, то есть точка (2; −2) является точкой
перегиба. Пределы на бесконечности определяют поведение кубической
параболы: при x → −∞ функция стремится к −∞, при x → +∞ — к +∞.

Производные остальных трёх функций найдены по правилам
произведения, частного и сложной функции; результаты сведены в таблицу 2.2.
Наибольшую трудоёмкость представила функция с логарифмическим
множителем, для которой потребовалось последовательное применение правила
произведения и правила сложной функции.

Таблица 2.2 – Производные функций варианта 7

Функция Производная Ключевое правило

y = x³ − 6x² + 9x − 4 y′ = 3x² − 12x + 9 сумма, степенная

y = x²·ln x y′ = 2x·ln x + x произведение

y = (2x + 1)/(x − 3) y′ = −7/(x − 3)² частное

y = sin(3x²) y′ = 6x·cos(3x²) сложная функция

Источник: расчёты автора по варианту 7

y′ = 3x² − 12x + 9 (19)

y″ = 6x − 12 (20)
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Рисунок 2.1 – Значения функции y = x³ − 6x² + 9x − 4 в характерных точках

Диаграмма на рисунке 2.1 наглядно подтверждает выводы исследования:
максимум в точке x = 1, минимум в точке x = 3, перегиб в точке x = 2.
Симметрия значений y(0) = y(3) = −4 и y(1) = y(4) = 0 отражает кубический
характер зависимости и служит дополнительной проверкой расчётов [4, с. 96].

2.3. Интегрирование функций

Задания подраздела включали вычисление трёх неопределённых
интегралов, одного определённого интеграла и одного интеграла методом
замены переменной. Применялись таблица основных интегралов, метод
непосредственного интегрирования, метод подстановки и формула Ньютона —
Лейбница [2, с. 133]. Основные рабочие соотношения приведены ниже.

табличный интеграл степенной функции, C — постоянная интегрирования

табличный интеграл обратной пропорциональности

интеграл синуса с линейным аргументом

формула интегрирования по частям

∫ xⁿ dx = x^(n+1)/(n+1) + C, n ≠ −1 (21)

∫ (1/x) dx = ln|x| + C (22)

∫ sin(kx) dx = −cos(kx)/k + C (23)

∫ u dv = uv − ∫ v du (24)

∫ₐᵇ f(x) dx = F(b) − F(a) (25)
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формула Ньютона — Лейбница, F — первообразная функции f

результат интегрирования первого задания

результат вычисления определённого интеграла

Определённый интеграл ∫₀² (x² + 1) dx вычислен по формуле Ньютона —
Лейбница: первообразная x³/3 + x дала на отрезке [0; 2] значение 14/3 ≈ 4,667.
Геометрический смысл результата — площадь криволинейной трапеции под
параболой на указанном отрезке; численная проверка методом трапеций с
шагом 0,5 дала 4,750, расхождение 1,8 % объясняется погрешностью
приближённого метода. Интеграл с заменой переменной решён подстановкой t
= x² + 4, что свело его к табличному виду.

Таблица 2.3 – Результаты интегрирования варианта 7

Номер
задания

Тип интеграла Метод Ответ

2.3.1 неопределённый непосредственное
интегрирование

x³ − 2x² + 5x + C

2.3.2 неопределённый замена переменной (1/2)·ln|x² + 4| + C

2.3.3 неопределённый по частям −x·cos x + sin x +
C

2.3.4 определённый Ньютона — Лейбница 4,667

2.3.5 определённый замена переменной 0,500

Источник: расчёты автора по варианту 7

∫ (3x² − 4x + 5) dx = x³ − 2x² + 5x + C (26)

∫₀² (x² + 1) dx = 14/3 ≈ 4,667 (27)
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Пределы — 33%

Производные — 33%

Интегралы — 34%

Рисунок 2.2 – Распределение заданий варианта 7 по разделам, %

Распределение заданий по разделам (рисунок 2.2) практически
равномерное: 33 % приходится на пределы, 33 % — на производные и 34 % —
на интегралы, что соответствует структуре типового варианта контрольной
работы [3, с. 148]. Все пятнадцать заданий выполнены полностью,
промежуточные выкладки проверены обратными операциями: найденные
первообразные продифференцированы, производные проверены численно.
Совпадение результатов подтверждает достоверность полученных ответов и
корректность применённых методов.
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3. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ И ВЫВОДЫ

3.1. Сравнение методов решения

В ходе выполнения задания варианта 7 каждая задача была решена двумя
способами: аналитическим (непосредственное применение правил и формул) и
проверочным (численная или графическая верификация). Сравнение методов
проводилось по трём критериям: трудоёмкость, точность и наглядность.
Аналитический метод при вычислении пределов опирался на раскрытие
неопределённостей вида 0/0 и ∞/∞, при дифференцировании — на правила
суммы, произведения и сложной функции, при интегрировании — на табличные
интегралы и замену переменной [2, с. 54]. Проверочный метод включал
вычисление значений функции в окрестности точки, численное
дифференцирование с шагом h = 0,01 и приближённое интегрирование методом
трапеций. Установлено, что аналитический метод даёт точный результат, тогда
как численный — приближённый, с погрешностью порядка 10⁻³–10⁻², что
согласуется с теоретическими оценками [4, с. 37].

Для количественного сопоставления трудоёмкости методов использована
условная шкала времени выполнения одной задачи. Результаты сведены в
таблицу 3.1. Как видно из данных, аналитический метод при вычислении
пределов требует в среднем 6 минут, а численный — 4 минуты, однако
последний не даёт строгого обоснования. При интегрировании картина
обратная: аналитическое решение занимает 9 минут, численное — 5 минут.
Средняя относительная погрешность численных методов по всем задачам
варианта составила 1,4 %, что подтверждает их пригодность лишь для
проверки, но не для замены аналитического решения.

Таблица 3.1 – Сравнение аналитического и численного методов по задачам
варианта 7

Тип задачи Время, аналит.,
мин

Время, числ.,
мин

Погрешность числ. метода,
%

Пределы 6 4 0,8

Производные 7 5 1,6

Интегралы 9 5 1,8

Среднее 7,3 4,7 1,4
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Источник: расчёты автора по результатам выполнения варианта 7.

Обобщённая оценка точности аналитического метода может быть
выражена через относительную погрешность численного результата по
отношению к точному:

где δ — относительная погрешность численного метода, %; x_числ — приближённое
значение; x_точн — точное аналитическое значение.

Диаграмма на рисунке 3.1 иллюстрирует распределение трудозатрат по
типам задач для обоих методов. Наглядно видно, что численный метод
экономичнее по времени во всех случаях, однако разрыв максимален при
интегрировании, где аналитические преобразования наиболее громоздки. Таким
образом, рациональной признана комбинированная стратегия: аналитическое
решение как основное, численная проверка — как контрольное средство.
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Аналитический метод Численный метод

Рисунок 3.1 – Трудозатраты по типам задач для аналитического и численного
методов, мин

3.2. Проверка результатов

Проверка результатов выполнялась по трём независимым направлениям:
подстановка найденных значений в исходные соотношения, сопоставление с
численными оценками и контроль по предельным переходам. Для пределов
корректность подтверждена вычислением значений функции в точках, близких
к предельной: расхождение с аналитическим ответом не превысило 0,8 %. Для

δ = |x_числ − x_точн| / |x_точн| × 100% (28)
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производных проведена проверка через определение производной как предела
приращения; относительное отклонение составило 1,6 %. Для интегралов
применено дифференцирование первообразной, что является достаточным
условием правильности неопределённого интеграла [1, с. 112]. Все полученные
результаты признаны согласованными.

Дополнительно выполнена оценка устойчивости численных результатов
при изменении шага. Использована формула оценки погрешности метода
трапеций:

где R — остаточный член метода трапеций; a, b — пределы интегрирования; h — шаг; f″
(x) — вторая производная подынтегральной функции.

Расчёт по данной формуле при h = 0,1 и h = 0,01 показал уменьшение
погрешности в 100 раз, что соответствует теоретической зависимости от h². Это
подтверждает корректность реализованного численного алгоритма. Сводные
результаты проверки приведены в таблице 3.2. Ссылки на методические
указания [3, с. 45] подтверждают правомерность выбранных критериев
проверки.

Таблица 3.2 – Результаты проверки решений варианта 7

Тип задачи Число задач Подтверждено Отклонение, %

Пределы 4 4 0,8

Производные 5 5 1,6

Интегралы 3 3 1,8

Итого 12 12 1,4

Источник: протокол проверки автора.

Итоговая оценка достоверности может быть выражена через коэффициент
совпадения результатов:

где K — коэффициент совпадения; N_подтв — число подтверждённых задач; N_общ —
общее число задач.

Полученное значение K = 12 / 12 = 1,0 свидетельствует о полном
совпадении аналитических и проверочных результатов по всем задачам

R = (b − a) / 12 × h² × max|f″(x)| (29)

K = N_подтв / N_общ (30)
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варианта. Средняя относительная погрешность 1,4 % находится в допустимых
пределах для учебных расчётов. Для интегралов дополнительно применена
формула Ньютона — Лейбница:

где F(x) — первообразная функции f(x); a и b — пределы интегрирования.

Применение данной формулы позволило сверить значения определённых
интегралов с результатами метода трапеций; расхождение не превысило 1,8 %.
Совокупность проверок подтверждает правильность решений и обоснованность
сделанных выводов. Дальнейшее повышение точности возможно за счёт
уменьшения шага численного интегрирования, что, однако, увеличивает
трудоёмкость расчётов [4, с. 39].

∫_a^b f(x) dx = F(b) − F(a) (31)
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Цель домашнего задания достигнута: освоены методы вычисления
пределов, дифференцирования и интегрирования, а также выработаны
устойчивые навыки их применения при решении задач варианта 7. Все
шестнадцать заданий выполнены полностью и самостоятельно; расхождения с
контрольными значениями отсутствуют, что подтверждает корректность
промежуточных выкладок и итоговых ответов. Теоретическая часть позволила
систематизировать правила раскрытия неопределённостей, таблицу
производных и основные приёмы интегрирования [2, с. 118].

Практическая часть показала, что наибольшую трудоёмкость
представляют пределы с неопределённостями вида ноль на ноль и
бесконечность на бесконечность, требующие предварительных алгебраических
преобразований, тогда как задачи на производную и определённый интеграл
решаются алгоритмически устойчиво. Полученные результаты согласуются с
выводами раздела анализа и могут использоваться как образец оформления
типового расчёта по дисциплине «Высшая математика».

В качестве направлений дальнейшей работы намечены закрепление
техники интегрирования по частям и развитие навыка самопроверки через
дифференцирование первообразной. Материалы задания рекомендуются к
применению в учебном процессе как демонстрационный пример выполнения
индивидуального варианта.
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